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Objetivos

1. Estudiar juegos bayesianos dindmicos.

2. Presentar refinamientos.

3. Presentar juegos de senalizacion.
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ATENCION

® | o dicho .... esta etapa del curso contiene material que tienen
como objetivo ilustrar (y jdramatizar?) hechos de la realidad

con el objetivo de explicar los conceptos.

® NO representan mi opinién personal ni pretenden juzgan sobre

estas situaciones.
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Con ustedes, Bayes
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Bayes (tomado de Forteza)

® Sean dos jugadores: J1y J2.
e J1 elige entre {L,R}.
® Informacién:

® ¢l J2 no observa el tipo del J1.
® J2 observa las acciones del J1, tal como figuran a
continuacién.



EBP (& Juegos bayesianos dinamicos

Rodeo: Bayes, ,
00000000000000 00000
©00000000000000

000e0000000000000

Tabla

J1a
J1p

=l w|rr
&~ 1IN |70

® ;Coémo usa el J2 esta informacién?
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Probabilidades

1. Probabilidad conjunta = prob. de un tipo y una accién (una
celda).

2. Probabilidades marginales = prob. de un tipo 0 una accién
(suma de fila o columna).

3. Probabilidades condicionales = prob. de un tipo (o una
accién) dada una accién (o un tipo).
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Probabilidad conjunta

® ;i Qué probabilidad hay de que J1 sea t1 y juegue L?

® Respuesta: P(J1;1NL) =

J1u
J1i
Total

3/10.

L R Total
312

1

10
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Probabilidad conjunta

® ;i Qué probabilidad hay de que J1 sea t1y juegue L? ;Y que
sea de tipo t2 y juegue R?

® Respuesta: P(J14 N L) =3/10.Respuesta:
P(J1;2NR) =4/10.

L R Total
Jly |32
J1p |1
Total 10
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Probabilidad conjunta
® ;i Qué probabilidad hay de que J1 sea t1 y juegue L?

® Respuesta: P(J1NL)=3/10.

L R Total
Jly |32
Jlp |1
Total 10

® Sucesivamente, noten que la suma de las probabilidades

condicionales da 1.
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Probabilidad marginal (en tipo)

® ;Qué probabilidad hay de que J1 sea de tipo t1?

® Respuesta: P(J14)=5/10.

L R Total
Jly |32 5
Jip | 1
Total 10
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Probabilidad marginal (en tipo)

® ;Qué probabilidad hay de que J1 sea de tipo t1? ;Y que sea
de tipo t27
® Respuesta: P(J141)=5/10. Respuesta: P(J14) =5/10.

L R Total
Jly |32 5
Jip | 1 5
Total 10
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Probabilidad marginal (en tipo)

® ;Qué probabilidad hay de que J1 sea de tipo t1?

® Respuesta: P(J14)=5/10.

L R Total
Jly |32 5
Jip | 1
Total 10

® P(J1t1)y P(J1s2) son probabilidades marginales en el tipo.
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Probabilidad marginal (en acciones)

® ;Qué probabilidad hay de que J1 juegue L?

® Respuesta: P (L) =4/10.

L R Total
Jlyg |32
Jiyp |1 | 4
Total | 4 10
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Probabilidad marginal (en acciones)

® ;Qué probabilidad hay de que J1 juegue L? ;Y que juegue
R?

® Respuesta: P (L) =4/10. Respuesta: P(R)=6/10.

L R Total
Jly |32
Jiyp | 1| 4
Total | 4| 6 10
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Probabilidad marginal (en acciones)

® ;Qué probabilidad hay de que J1 juegue L?

® Respuesta: P (L) =4/10.

L R Total
Jlyg |32
Jiyp |1 | 4
Total | 4 10

® P(L)y P(R) son probabilidades marginales en las acciones.
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Probabilidad condicional (1)

® ;i Qué probabilidad hay de que J1 sea t1, dado que jugd L?
® “dado que" = “condicional a” = “una vez que sabemos que”...

® Respuesta: P(J14|L)=3/4=p.
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Probabilidad condicional (1)

i Qué probabilidad hay de que J1 sea t1, dado que jugd L?

[ )
® “dado que" = “condicional a” = “una vez que sabemos que”...
® Respuesta: P(J14|L)=3/4=p.
L R Total
Jl1 |32 5
Jlp | 1| 4 5
Total | 4 | 6 10

P (J141|L) es una probabilidad condicional.

® Notar que: P(J14|L) = % = 13;?%8 = %.
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Probabilidad condicional (11)

® ;i Qué probabilidad hay de que J1 sea t2, dado que jugd L?
® Respuesta: P(J1p|L)=1/4=1—p.



Rodeo: Bayes EBP (@)

L4
000000000 e0000000

Probabilidad condicional (11)

0000000000000 0

Juegos bayesianos dinamicos
Q0000
0000000000000 00

® ;i Qué probabilidad hay de que J1 sea t2, dado que jugd L?
® Respuesta: P(J1p|L)=1/4=1—p.

Jlt]_
Jltz
Total

® Notar que: P(J1s|L)

L R Total
312 5
114 5
416 10

P(L)

_ P(Jlpnl) _ 110 1
= —7j/io — 4
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Probabilidad condicional (111)

® ;i Qué probabilidad hay de que J1 sea t1, dado que jugd R?
® Respuesta: P(J141|R)=2/6=gq.
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® ;i Qué probabilidad hay de que J1 sea t1, dado que jugd R?

® Respuesta: P(J14|R)=2/6=q.

Jlt]_
Jltz
Total

® Notar que: P(J14]|R)

L R Total

312 5

1|4 5

416 10
_ P(J1anR) _ 2/10 _ 2
~ T PR T 72/6 —

6-
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Probabilidad condicional (1V)

® ;i Qué probabilidad hay de que J1 sea t2, dado que jugd R?
® Respuesta: P(J1p|R)=4/6=1—q.
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Probabilidad condicional (1V)
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® ;i Qué probabilidad hay de que J1 sea t2, dado que jugd R?
® Respuesta: P(J1p|R)=4/6=1—q.

Jlt]_
Jltz
Total

® Notar que: P(J1x|R)

L R Total

312 5

1]4 5

416 10
_ P(JlpNR) _ 4/10 _ 4
~— T P(R) T 6/10 6
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Probabilidad condicional (dos +, parte 1)

® ;i Qué probabilidad hay de que J1 juegue L, si es de tipo 17
® Respuesta: P(L|J1;1)=3/5.
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Probabilidad condicional (dos +, parte 1)

® ;i Qué probabilidad hay de que J1 juegue L, si es de tipo 17
® Respuesta: P(L|J1;1)=3/5.

L R Total
J1ly |3 5
Jiyp | 1| 4 5
Total | 4 | 6 10

P(J1:41NL 3/10 3
o P(L|J1n)=E5Rg00 = 48 = 2.
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Probabilidad condicional (dos +, parte 3)

® ;i Qué probabilidad hay de que J1 juegue L, si es de tipo 27
® Respuesta: P(L|J1;2) =1/5.
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Probabilidad condicional (dos +, parte 3)

® ;i Qué probabilidad hay de que J1 juegue L, si es de tipo 27
® Respuesta: P(L|J1;2) =1/5.

L R Total
J1ly |3 5
Jlp | 1| 4 5
Total | 4 | 6 10

P(J1:;NL 1/10
o P(LlJ1e) = Efent) = f8 = L.
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Regla de Bayes

® ;Qué queremos saber???
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Regla de Bayes

® ;Qué queremos saber???

® jiiEL TIPO (t)!!!
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Regla de Bayes

® ;Qué queremos saber???
® iiiEL TIPO (¢)!!!

® ;iQué sabemos??

Juegos bayesianos dinamicos
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Regla de Bayes

® ;Qué queremos saber???

iiiEL TIPO (t)!!!

i i Qué sabemos??

iiiLAS ACCIONES (a) !!!
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Regla de Bayes

® ;Qué queremos saber???

® iiiEL TIPO (¢)!!!

® ;i Qué sabemos??

* iiiLAS ACCIONES (a) !l!
Regla de Bayes:

_ P(t)x P(a]t)

P(tla) Pa)
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Regla de Bayes (cont.)

Definicién
Creencia Inicial. Es la probabilidad que un jugador (J2) asigna a
que el otro (J1) sea de un tipo antes de haber observado la

jugada (acciones): P(t), o P(J14)y P(J1p).
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Regla de Bayes (cont.)

Definicién
Creencia Inicial. Es la probabilidad que un jugador (J2) asigna a

que el otro (J1) sea de un tipo antes de haber observado la
jugada (acciones): P(t), o P(J14)y P(J1p).

Definicién
Creencia posterior. Es la probabilidad que un jugador (J2) asigna a
que el otro (J1) sea de un tipo después de haber observado la

jugada (acciones): P(t|a), o P(J14|L) y P(J1a]R).
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Regla de Bayes (cont.)

® |a regla de Bayes dice como pasar de la creencia inicial a la

posterior.

® Es decir, dice como actualizar racionalmente las creencias

después de haber observado las acciones.
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Presentacion

® Hasta ahora vimos (vieron, vimos es mucha gente) 4 nociones
de equilibrio: EN, equilibrio por estrategias dominantes,
ENPSJ, EBN.

e ;Cudles son los problemas de los EN?:

® iMe dan muchas respuestas!
® Algunas, la verdad, son un “bolazo” (técnicamente, son poco
“razonables").

® El principal problema es que el EN es un concepto estatico.

= En los juegos con informacién completa, imponiamos
refinamientos.
® |os refinamientos, como el ENPSJ, nos permiten descartar

EN no razonables.
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Presentacion (cont.)

A veces es posible utilizar el ENPSJ en juegos bayesianos ... si

es que hay subjuegos.

En los juegos bayesianos, por su estructura, van a existir
muchos conjuntos de informacién que tienen mas de un nodo

= van a haber pocos subjuegos.

Si hay pocos subjuegos = estoy frito! No puedo aplicar

perfeccion por subjuegos.

Por ejemplo, vean el siguiente juego (;pueden decir cudntos
subjuegos hay?).

Atencién: jno es un juego bayesiano! (ipor?).
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uegos bayesianos dinamicos
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Juego en forma extensiva

® El jugador 1 tiene tres acciones J; = {ICD}, el jugador 2 tiene
dos acciones J, = {I',D'}.

DA
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Juego en forma normal

/
Jugador1 C
D

Jugador 2
I D’

21|00

02|01

13| 13
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Como seguir

Los EN={I,I';D,D'}.
Sin embargo, este juego no tiene subjuegos.

Por tanto, el ENPSJ = EN.

Sin embargo, (D, D’) “obviamente” no es creible: D’ no sigue
a D, no sigue la secuencia

— si el jugador 2 tiene que mover sabe que el jugador 1 no jugd
D.
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EBP: jqué es?

e E|l ENPSJ imponia racionalidad secuencial —subjuegos— para
descartar EN no razonables.

® E| EBP impone racionalidad secuencial al EBN.

e E| EBP surge para capturar resultados creibles en contextos
dindmicos

e ;Como imponer racionalidad secuencial cuando el jugador no

sabe donde esta parado? (5
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EBP: Requisito |

Requisito 1 (creencias):
el jugador que tiene que mover debe formarse una conjetura o
creencia (beliefs) sobre el nodo del conjunto de informacién al que
se ha llegado en el juego.
® Es decir, si el conjunto de informacién tiene mas de un
elemento, una creencia es una distribucién de probabilidad
—(p,1— p)— sobre la probabilidad de estar en cada uno de

los nodos del conjunto de informacién.



&N EBP (&)
00000000800000

EBP: Requisito |l

Requisito 2 (racionalidad sucesiva):

dadas sus conjeturas o creencias, las estrategias de los jugadores

deben ser sucesivamente racionales.

® Es decir, en cada conjunto de informacién la accién tomada
por el jugador y su estrategia subsiguiente deben ser éptimas
—conseguir el mayor pago esperado— dada la conjetura del
jugador en ese conjunto de informacién y las subsiguientes

estrategias de los deméas jugadores.
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Juego en forma extensiva: otra vez

® |isto, ahora tenemos creencias. ;Y ahora

DA
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Los célculos del jugador 2

® Ahora aplicamos el Requisito 2:
® Si el jugador 2 elije D’ gana px0+(1—p)x1=1—p.
® Siel jugador 2 elije I" gana px1+(1—p)x2=2—p.

e Como 2—p > 1— p para cualquier p, nunca conviene jugar D’.

= con los Requisitos 1 (creencias) y 2 (racionalidad sucesiva),

(D, D’) no son verosimiles.

® Nota: que no sea verosimil, jquiere decir que no es un EBN?
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Los célculos del jugador 2

® Ahora aplicamos el Requisito 2:
® Si el jugador 2 elije D’ gana px0+(1—p)x1=1—p.
® Siel jugador 2 elije I" gana px1+(1—p)x2=2—p.
e Como 2—p > 1— p para cualquier p, nunca conviene jugar D’.
= con los Requisitos 1 (creencias) y 2 (racionalidad sucesiva),

(D, D’) no son verosimiles.

® Nota: que no sea verosimil, jquiere decir que no es un EBN?
No. Siguen siendo EBN!
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Trayectorias de equilibrio

Definicion
Para un equilibrio dado en un juego (en forma extensiva), un
conjunto de informacion estad en la trayectoria de equilibrio si se

alcanza con probabilidad positiva jugando estas estrategias.
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Rodeo: Ba ianos dindmicos

Trayectorias de equilibrio

Definicion
Para un equilibrio dado en un juego (en forma extensiva), un
conjunto de informacion estad en la trayectoria de equilibrio si se

alcanza con probabilidad positiva jugando estas estrategias.

Definicion
Para un equilibrio dado en un juego (en forma extensiva), un
conjunto de informacion esta fuera de la trayectoria de

equilibrio si no se alcanza seglin estas estrategias.
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EBP: Requisitos Il 'y IV

Requisito 3 (regla de Bayes):
en conjuntos de informacién sobre la trayectoria de equilibrio, las
conjeturas se determinan de acuerdo con la reglad de Bayes y las

estrategias de equilibrio de los jugadores.
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EBP: Requisitos Il 'y IV

Requisito 3 (regla de Bayes):
en conjuntos de informacién sobre la trayectoria de equilibrio, las

conjeturas se determinan de acuerdo con la reglad de Bayes y las

estrategias de equilibrio de los jugadores.

Requisito 4 (... regla de Bayes):

en conjuntos de informacion fuera de la trayectoria de equilibrio,
las conjeturas se determinan de acuerdo con la reglad de Bayes y

las estrategias de equilibrio de los jugadores.
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Definicion: EBP

Definicion
Un equilibrio bayesiano perfecto (EBP) consiste en estrategias y
conjeturas que satisfacen los requisitos 1 a 4.

® Un EBP es: (un perfil de) estrategias + creencias tales que:

® |as estrategias son mejores respuestas dadas las estrategias
de los demés y las creencias de cada jugador,
® |as creencias son racionales (es decir, siguen la regla de

Bayes).
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Tipos de juegos bayesianos dinamicos

® En los juegos bayesianos, en general, hay una parte informada
y una no informada.
® | os juegos bayesianos dindmicos pueden ser:
1. de sefializacion (mueve la parte informada),
2. de cribado (screening) (mueve la parte no informada).
® En los juegos de sefalizacion, la parte informada trasmite una
sefial que puede —o no— actualizar las creencias de la no

informada.

® En los juegos de cribado, la parte no informada busca separar

los tipos de la parte informada.
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Tipos de equilibrios

® | os EBP pueden ser de tres tipos:
1. De agrupacién (pooling equilibrium)
2. Separador (separating equilibrium)

3. Semiseparador (semiseparating equilibrium) (Nota: los
jugadores aleatorizan sus estrategias, son como equilibrios de

estrategias mixtas).

® Para cada juego, vamos a buscar si existe alguno de los

equilibrios.
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Juegos de senalizacién

® Un juego de sefializacién es un juego de informacion
incompleta con dos jugadores un emisor y un receptor.
® E| desarrollo es:

El azar escoge un tipo t; con probabilidad p(t;),
El emisor observa t; y elige un mensaje m;,

El receptor observa m; —pero no t;— y elige una accién a,

el

Se realizan las ganancias Ug (tj, mj,ax) y Ugr (ti, mj, a).

® Graficamente:
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Juegos de senalizacién: representacion

DA
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Detalles

Dos jugadores: emisor —con tipos t; y to,— y un receptor.
La naturaleza determina que la probabilidad de que sea de
cada tipo es 0,5.

El emisor tiene dos estrategias: /'y D.

El receptor observa la estrategia del emisor —el mensaje—,
pero no sabe qué tipo la jugé.

El receptor, una vez que observa / o D, elige jugar a o b.
Nota 1: el primer pago —a la izquierda de la coma— es del
emisor o jugador 1; el segundo del receptor o jugador 2.
Nota 2: vean que ya incorporamos el Requisito 1 = el
receptor formula una creencia p de que el emisor de tipo t;
haya jugado /, y una creencia 1 — p de que haya sido el de

tipo t, el que haya jugado /; y lo mismo para jugar R.
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® Hay cuatro candidatos a EBP:

1

2
3
4

. Agrupacién en [: ambos tipos eligen /.

. Agrupacién en D: ambos tipos eligen D.
. Separacién 1: t; elige Iy t; elige D.

. Separacién 2: t; elige D y t elige I.



Rodeo:

(1.3)

(4.0]

Receptor |

I} 1 D
“ @
P A

P(t,)=0,5
Naturaleza ¢
P(t,)=0.,5
% \ 1—q

“ L 4

i D

Receptor

(1,0)

(1.2)
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Agrupacién en [ (parte 1)

® Supongamos que hay un EBP en /, es decir ambos tipos
eligen el mismo mensaje = la trayectoria de equilibrio
(Requisito 3) son los nodos de la izquierda.
® Como los dos tipos juegan [ el receptor no “aprende” del
mensaje: p = 0,5 que es la probabilidad a priori.
® Si el emisor juega /, entonces vean que para cualquier p al
receptor le conviene jugar a (en el nodo de arriba, 3 >0y en el
de abajo, 4 > 1) = si el emisor juega /, el receptor juega a;

® Si el receptor juega a, el emisor t; gana 1y el tp gana 2.

® ;Con esto basta? No. Tengo que saber si es éptimo para el

emisor jugar /.
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Agrupacién en [ (parte 2)

® ;Es una buena estrategia para el emisor jugar I?

® Hay que ver que hubiera hecho el receptor si el emisor hubiera
jugado D (Requisito 4), es decir, fuera del equilibrio....
vayamos a la derecha entonces...
Si al jugar D el receptor mueve a, entonces el emisor t; gana
2, que es mayor al 1 que ganaria por elegir /, entonces se
desviaria (notar que “abajo” los pagos para t; hacen siempre
preferible jugar /).
Por tanto, para jugar / el receptor tiene que jugar b a la
derecha: el emisor —cada tipo— gana 1 y 2 respectivamente.
® (/,1) tiene que ser la mejor respuesta del emisor a (a, b) del
receptor.
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Agrupacién en [ (parte 3)

® ;Que conjetura del receptor hace que jugara b fuera del
equilibrio?
® La utilidad del receptor de jugar aes: 1 x g+0(1—q),
® mientras que por jugar bes: 0x g+2x (1—gq),
® y se cumple que la utilidad de b > utilidad de a <
0xg4+2x(1—q)>1xg+0(1—¢q) <= 2-2¢>q =
q<2/3.

—EBP ={(I,1),(a,b),p=0,5,q <2/3}. &
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Agrupacién en D

® Supongamos que hay un EBP en D, es decir ambos tipos
eligen el mismo mensaje = la trayectoria de equilibrio
(Requisito 3) son los nodos de la derecha.
® Como los dos tipos juegan D el receptor no “aprende” del
mensaje: ¢ = 0,5 que es la probabilidad a priori.
® Sj el emisor juega D'y g =0,5, antes encontramos que al
receptor le conviene jugar b;
® Sj el receptor juega b, el emisor t; gana O y el t; gana 1.
® Pero antes encontramos que t; puede ganar 2 si juega /, dado

que el receptor jugara a.

= no hay EBP en el que el emisor juegue (D, D).
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Separacién (/,D)

® Supongamos que t1 juega I, y to juega D.
® |as dos trayectorias estan en el sendero de equilibrio,

bienvenido Bayes!
® Ahora el receptor puede actualizar sus creencias: “sabe” qué

juega cada uno = p=1y q=0.
® Si t; juega /, al receptor le conviene jugar a; si tp juega D, al

receptor le conviene jugar b.
e ;Es la mejor respuesta (/,D) a (a,b)?
® No: t; no se desvia, pero si t, juega | en vez de D sabemos
que el receptor jugaria a = el t, recibe un pago de 2 jugando

I > a1 por jugar D.

= no hay EBP.



Rodeo:

(1.3)

(4.0]

Receptor |

I} 1 D
“ @
P A

P(t,)=0,5
Naturaleza ¢
P(t,)=0.,5
% \ 1—q

“ L 4

i D

Receptor

(1,0)

(1.2)



Rodeo: Bayes EBP (@) Juegos bayesianos dinamicos

YES ¢ \& )
000000000000 00000 0000000000000 0 Q0000
0000000000000 e0

Separacién (D, )

® Supongamos ahora que t; juega D, y t» juega /.
® El receptor actualiza sus creencias: “sabe” qué juega cada uno
— p=0yqg=1.
® Tanto si t; juega D como si t» juega I, al receptor le conviene
jugar a.
¢ ;Es la mejor respuesta (D, /) a (a,a)? iSi!
® Si t; se desvia a /, el receptor juega a y el emisor gana 1 < 2;
® ity se desvia a D, el receptor también juega a y el emisor
gana 1 < 2.

— EBP ={(D,I),(a,a),p=0,q=1}. &
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Hasta aqui por ahora

Ahora, a hacer los ejercicios! &
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